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Exercice 3: Une loi quelconque
1/2) Densité de X:

ka2, six €]0,2]

fley=<xz+1, size]—1,0]
0, sinon
f est une fonction de densité ssi f est positive et
f x)dr = 1.
f pomtlve <= k>0eton a:
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D’ou:
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3) L’espérance de X:
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4) Fonction de répartition:

F(t) = /too f(x)dx

0,sit<—1
1,sit>2

t
= / (@ + Ve, sit €] —1,0]
-1

0 t
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5) Probabilités:

,site€]—1,0]

,sitelo,2]

P(X < 1/2) = F(1/2)
P(X <5)=F(5) =1
P(1< X <4)=F(4)— F(1)
P(X=1)=F1)—F(17)=0

Exercice 4: Une loi quelconque

1) Densité de X:

f(z) = {“ Y

0, sinon

si|z] <k

-k

f est une fonction de densité ssi

/f(x)da: =1.

Vo, f(x) >0 = f(—
— 1—k
— k<1

f est croissante sur [—k, k] donc:

Ainsi:

k<1 = f(-k)>0
= Vz €[k K], f

Intiégrons maintenant f sur R:

—o0 —k

Vo € [~k k], f(z) > f(—

k x

f est positive et

k) >0

>0

k)

() >0

/+Oof(x)dx:/k(x+1)dx: {x;—kx} =2k

+oo
/ flx)de =1 <= k=1/2
2) Fonction de répartition:
0,sit<—1/2
1,sit>1/2
F(t) = t / 2
/ (14+z)de = — +t+ -, sinon
—1/2 2 8
Y
-1/2 t 1/2 T
3) E[X], Var[X] et E[1 + X?]:
+o0 1/2
E[X] = / xf(z)dx = / x(z+1)dz
—o0 —-1/2
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E[X?] = /+OO 22 f(x)dx = /1/2 2*(z + 1)dzx

—o0 —-1/2
B x4+x3 1/2 !
4 3], 12
Wﬁﬂ:EMﬂ—Umﬂf:il
144
E[1+X?] =1+E[X?] =2
12

4) Soit T' = 1+ X? et notons Fx la fonction de répartition
de X et Iy cellede T.

Fr(t)=P(T <t)=P(1+X?<t)

=P(X?<t-1)
_JO,sit <1
| P(—V/I—1< X <VE-1)

Jo,sit<1
| Fx(Vt—1)— Fx(—vt—1) , sinon

—Vt—1<-1/2 <= Vt—-1>1/2 <= t> Z

Ainsi:
0sit<1
Frt)=q1,sit>2

L+ VE—1+3/8— (5 — Vi —1+3/8), sinon

0sit<1
=q1,sit>2
24/t — 1, sinon
Notons fr la densité de T":
0sit<1
dFr(z) _ Jo,sit>3
= —-2_— Y 4
fr(z) dzx 1 .
———, sinon
Vit—1

Recalculons maintenant I’espérance de 1"

+oo
E[T] = /7 x fr(x)dx

5/4

—d
1 \/37—1 o

Par changement de variable u =z — 1

1/4 1/4
IE[T]:/ u+1du= \/a—l-iudu
0

» i NG
-5 + 2],
13

12

Une loi quelconque:

Densité de X:
k
—, siz€[l,e]
T
f@)=92 siz €]0,1]
0, sinon

f est positivie <= k >0 et:

+oo 1 e k
/ flz)de =1 = / xdx +/ —dr =1
—o0 0 1 T

1172 !
= {} + [kIn(z)]] =1
2 ]
1
— k= 5

Espérance de X:

1 e
E[X] :/ a:Qda:—i—/ %dm
0 1

371
S il
{3}0 211 2

Variance de X:
1 e 2
/ 2dx + x—dx
0 1 2%
B -5
4|, 4], 4
2 2 e? e 1\?
Var[X] =E[X?] — (E[X])* == — — (- — =

e 1

6 36
Fonction de répartition:

F(t) = /_too f(z)dz

0,six<O0
1,siz>e

S| =

E[X?]

t
- / xdx , sit €]0,1]
0

d — ,siz €]l
/O:L'er/l 5p 51 11, €]

0,sizx<O0
1,siz>e

— t2
5 y sit 6]0, 1[

1 1 .
—+ —1Int,sit€]l,e

2 2
Probabilités:
Pa<1)=F()=
P1X>%):1—EKX<%):1_F€):£
P(X=1)=P(1)—P(17)=0
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Loi exponentielle

Fa) = {0, i <0

Ae ™ siz >0

Partie I:

1) f est positive et on a:

Foo Az “+o0
/ f(z)de = [—e~ "L}O =1
— 00

Donc f est la densité de probabilité d’une variable aléa-
toire.

2) Fonction de répartition:

Fﬂ:/if@Mx

,8it <0

/ f(x)dx , sinon

B 0,sit<0
N [ ’M] =1—e*  sinon

3) Espérance de X:

+oo
E[X] :/ zf(x)dx
—+oo
:/ \ze Mdx
0
“+o0
:/ z(—e Y da
0
+o0 oo
(par IPP) = [— xe‘”]o —/ —e Mdx
0
_Ag T
gl to© e
[—ae ]0 { Iy ]0

Rappelons que:

VA>0, lim ze ™ =0et lLm e =0
T—+

oo r—+o0

Ainsi:

Moment d’ordre 2 et variance:

“+o0 “+oo
E[X?] :/ 22 f(x)da :/ AzZe M dx
0

-
= / 2% (—e Y dx
0

+oo
= [ x2ef>‘z] —/ —2ze M dx
0

=0+ %]E[X]
_2
=
D’ou Var[X| = E[X?] - E[X]* = 1

Partie II:

Au bout de T' ~ &(k) (loi exponentielle de paramétre k),
un atome se désintégre.

1) L’espérance de vie d’un atome est E[T] =
2) PT>1)=1-F1)=1—-(1-e*)=e"
3)p(t) =P(T €0,t]) =F(t)— F(0)=1—e*.

4) Soit X; le nombre d’atomes s’etant désintégrés dans
I'intervalle [0, ¢]:

P(X; =m) = Cfp(t)™ (L - p(t))V ™™

X, suit une loi binomiale B(N, p(t)).

N est le nombre d’expériences réalisées, ici le nombre
d’atomes, et p(t) la probabilité de succes i.e. la désin-
tégration d’un atome.

wk‘\*—‘

Exercice 7: La loi uniforme

1)

b—a

a b x

2) Comme b > a alors f est positive. Et on a:

b b T b
/af(x)dx: S x:[baL:1

3) Répartition:

0,sit<a

—a .
’ b_adx—m, sit € [a,b]

4) Espérance:
b b
E[X]:/a xf(x)dz:/a b—adx
2 1

- [2<b—a>}a:a;b

Rappelons les identités:

{@ =1 = (@=b)(a+) a® — 1 = (a— b)(a> +ab+1?)

Moment d’ordre 2 et variance:

) b $2
E[X]:/a o

D'ou Var[X] = E[X?] — E[X]* =
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Exercice 8: La loi normale

X ~ N(u,0?) i.e X suit une loi normale avec E[X] = p
et Var[X] = o2

1) Densité de X:

2) Répartition:

::J(iw_f(m)dx

Remarque: Il n’exsite pas d’expression analytique de cette
intégrale.

3) Soit Y = “H et soit Fy sa fonction de répartition:
o

Fﬂﬂ:HYgﬂ:P(X;Mgo

= P(X <y + to)
= F(p+to)

= /#—HU f(z)dx

— 0o

p+to 1 1 _ 2
= / ——exp | —= (ac M) dz
—oo  OV2T 2 o

Considérons le changement de variable:

Fy(t) = /_; - 127r exp <—; (y)2>0dy
/; \;eXp( . (y)2>dy

Ainsi Y a pour fonction de répratition celle d’une loi nor-
male centrée réduite (Y ~ N(0,1))

Exercice 9:

Soit X ~ N (1,4) (moyenne 1 et ecart-type 2).

1) P(X < 1.6) = pnorm(1.6 , mean=1, sd=2) ~ 0.618.
2) P(X <u) =095 = u = gnorm(0.95 , mean=1,
sd=2) ~ 4.29.

Exercice 10:

On note par X; la v.a du poids du iéme passager avec son
bagage.

On a {Xi}1§i§100 i.i.d avec X1 ~ ./\[(1007 202)

Soit Y le poids total de ’avion en tonnes:

100

Y =1204 — SO X, ~
0+10002 N(u,0?),

E[X]
1000

20
to? =1 —— ] =0.04
et o 00 x <1000) 0.0
soit Y ~ AN(130,0.04).
La probabilité de décollage:

P(Y <=130.5) = pnorm(130.5, 130, 0.2) =~ 0.994

=130

Avec p =120+ 100 x

Exercice 11:

Soit X le poids de poudre en mg par flacon.

X ~ N(m,1,12).

1) Avec m = 101.2:

P(X <100) = pnorm(100, 101.2, 1.1) ~ 0.138.
2) On cherche m pour que P(X < 100) = 0.04.
X—-m

1,1

9

Posons Y =

P(X < 100) = P(1.1Y +m < 100)

_p(y< 100 —m
1.1

Avec gnorm:

100 —m

1 gnorm(0.04, mean=0, sd=1)

Soit:
m = 100—1.1 x gnorm(0.04, mean=0, sd=1) ~ 101.926.

Exercice 12:

Soit {X;}i<i<yn i.i.d avec E[X;] = p et Var[X;] = o2 et
soit Z la moyenne des X; i.e :

1 n
- in
n-
i=1
1) Espérance de Z:
ElZ) = - S BIX] =
1) Variance de Z:

Var[Z] = 3 ZVar

e

3) (Z u) est centrée réduite.



