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Loi forte des grands nombres

La loi forte des
grands nombres

Théoreme

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, et identiquement dis-
tribuées. Considérons la moyenne empirique:

_ 1<
Xy =~ ZX;
i=1
Supposons que E[X)] est finie, on a:

X, — E[Xq]
n—+o00
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Loi forte des grands nombres

[ s o s Application au calcul d’intégrales:
rands nombr . . .
S S Soit g un fonction continue sur [0, 1], on veut calculer

/:/Olg(x)dx

On peut se servir d'une v.a X suivant la loi uniforme sur [0, 1] pour calculer / avec:
1
1= Elg(X)] = [ g()f(x)de

1, six €[0,1]
0, , sinon
D’aprés la loi forte des grands nombres, pour X; i.i.d ~ ([0, 1]):

Rappelons la densité de X: f(x) =

/

-7 806) —— Blg(x)]
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Loi forte des grands nombres

La loi forte des Exemple.
grands nombres "
On souhaite calculer I'intégrale suivante ol g(x) = v1 — x2

1
I:/ V1 —x2dx
0

Analytiquement, on peut calculer / avec le changement de variable:

I= /01 V1—x2 = /0% \/1 — sin?(u)cos(u)du

x =sin(u B W
() R 21  cos(2u)
u = arcsin(x) = cos®(u)du = 5 + 5
0 0
dx = cos(u)du /2
U sin(2u) 7r
4 4 |, 4
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Loi forte des grands nombres

La loi forte des
grands nombres

Exemple:

Avec une approximation
(méthode de Monte Carlo):

S =0; Pourie[l..n:

@ Echantillonner X; ~ 1([0, 1])
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Loi forte des grands nombres

La loi forte des
grands nombres

Cas particulier:
Soit X une v.a de loi uniforme sur [0, 1].
X ~U([0,1]).

- /0 g(x)dx = E[g(X)]

Vi€ [1.N], X; ~ X,
(Echantillon de X)

Ici Vx € [0,1], f(x) =

UIT 11 Info

Approximation des intégrales par Monte Carlo:

Pour une loi quelconque:
Soit X une v.a de support |a, b[ et de fonction
de densité f:

I:/abg(x)dx:/ab

Vie[l N, Xi ~ X,

NZ f(X

8(x)

7o ) = Elg(X)]

(Echantillon de X)
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Théoréme central limite

Théoreme

Central limite

La somme d’un grand nombre de variables aléatoires indépendantes ayant la méme loi
suit approximativement une loi normale.

Proposition:

Si {X;}?2; est une suite de v.a indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d), de
moyenne E[X;] = p et de variance Var[Xi] = o2, alors:

Zx —— N, =)

Ou encore: Z, = X e
a/\/n n—too

N(0,1)
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Théoréme central limite

Central limite

Proposition:

La loi binomiale B(n, p) d'esérance np, et de variance np(1 — p) se comporte
N (np, np(1 — p)) pour n grand.

comme
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